Kolokwium — Funkcje Analityczne

07.12.2023

e Prosze pisaé rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

o Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

e Cgzas pisania: 180 minut.

Zadanie 1 (10 p.)

Obliczy¢ catke

eZ

/ SE—
5(0,2) (2 + 3)3sin®(z + 1)

gdzie S(0,2) oznacza dodatnio zorientowany okrag o $érodku w 0 i promieniu 2.

PodpowiedZ: co mozemy powiedzieé o zachowaniu funkcji f(z) = % w otoczeniu punktu zy = 07

Rozwiazanie:

Rozwazmy funkcje

sin(z) 2 #0
1) = {1, Z=0.

too 2ntl

Mamy sin(z) = > 7 T Zatem
too 2n
z 1
= 1 -2
) ;} @2n +1)! TR

jest holomorficzna. Dodatkowo f/(0) = 0.

Calke z zadania mozemy zapisa¢ w postaci

/ 36. 5 dz :/ 9(2) 5dz,
5(0,2) (2 +3)3sin”(z + 1) s0,2) (2 +1)

gdzie g(z) = W jest holomorficzna na D(0,2). Zatem, korzystajac ze wzoru Cauchy’ego,
otrzymujemy

e 9(2) L
- dz = / dz = 2mig'(—1).
/5(0,2) (2 +3)3sin®(z + 1) s(o,2) (2 +1)?

Mamy

() = (2 +3)°fz+1)° =€ Bz +3)f(z + 1)* + (2 +3)* - 2f(2 + 1) - f'(z +1)]
g = (z+3)5/(z + 1) ’




stad

zatem ]
-7

8e

dz =

/5(072) (z 4 3)3sin’(z 4 1)

Zadanie 2 (10 p.)
Niech @ = C\ (D(1,1) UD(-1,1)).

(a) (5 p.) ZnajdZ odwzorowanie konforemne, ktére przeksztalca obszar 2 na obszar
O = D0, 1)\ {p},

gdzie p € D(0,1) (punkt p prosze sobie wybraé¢ samemu).
Podpowiedz: w tym punkcie bedg potrzebne homografie oraz jedno odwzorowanie, ktére homografia
nie jest. Mozna poszukaé inspiracji w notatkach.

(b) (5 p.) Znajdz odwzorowanie konforemne, ktére przeksztalca obszar € na obszar
Qo ={z:|z] <1, Re(z) >0} \ {q},
gdzie g € {z: |z| < 1, Re(z) > 0} (tak jak w poprzednim punkcie, punkt ¢ prosze wybraé samemu).

Rozwigzanie:

(a) Mamy ciag przeksztalcen

QL 20 —1/2 < Re(z) < 1/2)\ {0} —L {2 —7/2 < Im(2) < 7/2} \ {0}

|

D(0,1)\ {0} % {z: Re(z) >0} \ {1}

gdzie

A2 =1 hle) = ime, fy(5) = e(a), file) = 21,

Zatem odwzorowanie
exp (mi/z) — 1

f(z) = (fao fzofao f1)(z) = oxp (mi/2) 1

przeksztalca konforemnie obszar Q na D(0,1) \ {0}.

(b) Znajdziemy najpierw przeksztalcenie konforemne g: Q3 — D(0,1) \ {0}, gdzie ¢ = 1/2. Mamy
ciag przeksztalcen

Qy "= {2:0 < Arg(2) < 7/2} \ {a} —= {z: Im(2) > 0} \ {42}

Jos

D(0,1)\ {0}

gdzie
11—z Z— Qs

_ _ .2 _
()= 5 e() = 2 ) = 2,
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oraz 3 4 7 %
@ =01(1/2) F + £h @ g2(q1) = qi o5 + 55"
Zatem
9(2) = (g3 0 g2091)(2)

przeksztalca konforemnie obszar Qs na obszar D(0,1) \ {0}. Zatem h = g~! o f przeksztalca
konforemnie obszar 2 na 5.

Zadanie 3 (10 p.)
Niech D = {z € C: |z| < 1}. Zalézmy, ze zbiér U C C jest otwarty oraz 0 € U, a okreslona na nim
funkcja g: U — D jest ciagla.
(a) (5 p.) Prosze udowodnié, ze jesli
sin (g(2)) = 2*%%,
dla wszystkich z € U, to funkcja g jest holomorficzna na U.

(b) (5 p.) ZnajdZ rozwiniecie funkcji g w szereg potegowy w otoczeniu zg = 0.

Rozwiazanie:

(a) Po pierwsze, zauwazmy, ze funkcja f(z) = sin(z) posiada holomorficzna funkcje odwrotna na
dysku D(0,1). Aby udowodni¢ ten fakt zauwazmy, ze f'(z) = cos(z), zatem

() =0 < cos(z) =0 < z:g—i—lm, keZ.

Pokazemy jeszcze, ze funkcja f jest réznowartosciowa na D(0,1). Niech h(z) = %(z +1/z2),
wowcezas f(z) = sin(z) = h(—iexp(iz)). Mamy
M) = hz) <= 0= [(s1—2)+ (== )| = (= 2) (1- —
z = z = zZ1 — &2 _—— = (zZ21 — Z _
1 2 1— 22 P, 1~ 22 P
< 21 = 29 lub 2129 = 1.

W konsekwencji,

sin(zy1) = sin(z2) <= exp(iz1) = exp(iza) lub exp(i(z1 + 22)) = —1

< 21— 20 =2km, kE€Z, lub 21 + 20 = — 4+ 2km, k € Z.

7r
2
Zatem, na mocy twierdzenia o funkcji odwrotnej, funkcja f: D(0,1) — f(D(0,1)) jest konfo-
remnym dyfeomorfizmem. W szczegdlnosci, funkcja odwrotna f~1(z) = arcsin(z) jest réwniez
konforemnym dyfeomorfizmem f=1: f(D(0,1)) — D(0,1). W szczegdlnodci, funkcja f= jest
holomorficzna na zbiorze otwartym f(D(0,1)). W konsekwencji,

g(z) = arcsin(229%3)

jest holomorficzna jako ztozenie dwoch funkeji holomorficznych.

(b) Znajdziemy najpierw rozwiniecie w szereg potegowy funkcji f~1(z) = arcsin(z). Na mocy wzoru
na pochodna funkeji odwrotnej, dla dowolnego z € Q = f(D(0,1)), mamy
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gdzie w = f~1(z). Zatem
1

—1y/
Z) = ——.
I = =
Zbior  jest jednospdjny (bo jest dyfeomorficzny z D(0,1)) oraz +1 ¢ €. Zatem, na {2 istnieje
holomorficzna gataZ funkcji z — +/1 — 22. Do wyliczenia pochodnej funkcji (f~1) ustalamy
galaz funkcji z — 1 — 22, ktéra przyjmuje wartosci rzeczywiste dodatnie, dla rzeczywistych z
spelniajacych |z] < 1.

Aby rozwinaé funkcje (1) (2) w szereg potegowy w otoczeniu zg = 0 skorzystamy z uogélnio-
nego wzoru dwumianowego (prosze poszukaé¢ w notatkach). Mamy

Y = (1= = e (T 1)
n=0

gdzie, dla dowolnego liczby calkowitej nieujemnej n oraz dowolnej liczby zespolonej z, definiu-

jemy <Z> 2(z=1)(z=2)--(z—n+1)

n n!

Calkujac wyraz po wyrazie rozwiniecie (1) znajdujemy

o0
1/2
arcsin(z ( /> 1

Zatem

= 1/2 n
g(z) = arcsin (22°%%) ( / > (22023)2 A
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Wzorcowe rozwiazanie zadania czwartego z
kolokwium

Zadanie. Udowodni¢, ze nie istnieje funkcja holomorficzna f : D(0,1) — C
taka, ze
lim [£(2)] = o0

Z—20

dla kazdego zy € C spelniajacego |zo| = 1.

Rozwiazanie:
Zalozmy, ze istnieje funkcja f o wlasnosci podanej w zadaniu niech Z(f) = {z €
D(0,1) : f(2) = 0}. Oczywiscie funkcja f nie moze by¢ tozsamosciowo réwna
zeru, wiec z zasady identycznosci zbior Z(f) nie moze mie¢ punktéow skupienia
w D(0,1). Nie moze posiada¢ on réwniez punktow skupienia na 9D(0,1), bo
wtedy istnialby ciag punktow z, € D(0,1) taki, ze f(z,) = 0 dla kazdego n € N
oraz z, — 2o dla pewnego zg o module 1, co przeczy zalozeniu. Zatem zbior
Z(f) jest skoriczony i niech Z(f) = {#1, 22, ..., 2x}. Niech rowniez {nq,...,ng}
beda krotnosciami odpowiednich zer. Okreslmy funkcje g : D(0,1) \ Z(f) — C
za pomocy wzoru

I
g( ) Hle(z _ Zl)nl
Ktadac
9(zm) = L lim /(z) - dlam e {1,...,k}.

Hle{l,“.k}\{m} (Zm — Zl)nl 22 (Z — Zl)n

otrzymujemy funkcje analityczna g : D(O, 1) — C, ktéra nie ma zer i nadal
spelnia zalozenie z zadania. Skoro g nie ma zer, to mozemy okresli¢ h = é :
D(0,1) — C, ktore rowniez jest funkcja analityczna w D(0, 1). Teraz dla dowol-
nego zg € 9D(0,1) mamy

1

e = o =0

Zatem h rozszerza sie do funkeji ciagltej na D(0, 1) poprzez potozenie h(z) = 0
dla wszystkich z o module 1. Przeczy to oczywiscie zasadzie maksimum i konczy
rozwiazanie zadania.



